
























び断熱近似の本質を理解することを目指して書かれた monograph である5。 
 








3 M. Born and R. Oppenheimer, Ann. Phys., 84, 457 (1927)は28ページの長い論文である。 
4 Singular perturbation method と呼ばれる方法で議論を展開している。本書も含めて通常のテキストに記されている
展開との関係は文献9が考察している。 




 ΨΨ EH =ˆ  (1) 
と書かれる( Hˆ は系の Hamilton 演算子，Ψ は系の波動関数，E はエネルギー固有値)1。
Hamiltonian Hˆ は原子核の運動エネルギーTn と電子の運動エネルギーTe の和 T と系のポテン















ˆ ℏ  (2) 
であり(Mk は原子核 k の質量， kPˆ は原子核 k の運動量演算子)，電子の運動エネルギーに対応












ˆˆ ℏ  (3) 





















































































V +−−−−=  (6) 



















  (7) 
となる。ここで，k, l は原子核に付けた記号(名前あるい
は番号)であり，i, j は電子に付けた番号である。なお，
それぞれの粒子間の距離は， klR  ≡ lk RR − , kir  ≡ 
                                                  
1 しかし，こう書かれた Schrödinger 方程式ほど味気ないものはない。 
2 Hamiltonian は本来，運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの和としてエネルギーの単位をもつ物理量の名
称であるが，本書では，Hamilton 演算子の意味にも用いる。 
3 数学記号として，∇は nabla(ナブラ)と呼ばれ， )(2 ∆≡∇ は Laplacian(ラプラシアン)と呼ばれる。 












図1. 原子核(a, b)と電子(1, 2)の距離 
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ik rR − , ijr  ≡ ji rr − である( kR および ir はそれぞれ原子核 k および電子 i の位置ベクトル(他
も同様)である)。分子全体の運動エネルギーT とポテンシャルエネルギーV を記述する変数(座
標)を意識して表記すると， ),( RrT  = )(n RT  + )(e rT および ),( RrV となる(rおよび Rは電子
および原子核の位置ベクトル全体を表している)。したがって，Hamiltonian Hˆ は式(2), (3), (7)
の和 
),(),(ˆ),(ˆ RrRrRr VTH +=   (8)-1 



































で表される(原子核の個数を M 個，電子の個数を N 個とした)。以上より，変数を明記して式
(1)の方程式を記すと 




),( RraΨ と書いて， 














の変数に，ポテンシャルエネルギーの変数と同じ r および R が用いられており，すでに重心の運
動エネルギーを除去した(つまり，重心系での系のエネルギー)演算子になっている。しかし，運動
エネルギーが，原子核(第1項)と電子(第2項)のエネルギーを別々表現されており，相対運動エネル
                                                  
1 3体以上の Schrödinger 方程式(運動方程式)は厳密に解くことはできない。 































i  (11) 
となる2。この Hamiltonian による Schrödinger 方程式は 
 );()();();(ˆ RrRRrRr ′′=′′ ΨΨ EH  (12) 




与えられるポテンシャルエネルギー項 V は RR ′= とおいても式の形は変わらないので，式(11)
ではセミコロンでなくカンマのままにしてある。原子核の座標を固定すると原子核に関する
波動関数は得られず，式(11)の解として得られる波動関数は電子の波動関数になるので， 









速さではなくエネルギーで比較する方が自然である。Born と Oppenheimer は，電子の質量 m と原子核の換算質
量 µ の比の4乗根を 41)( µκ m≡ として定義し， κを展開パラメータとする摂動論(singular perturbation method と
呼ばれる)により，電子エネルギーを eE ，振動エネルギーを vE ，回転エネルギーを rE とするとき， rE  ~ v2Eκ  
~ e
4Eκ となることを示した。たとえば，水素分子 2H の場合， 18.0=κ ( 2κ  = 0.033)であり，窒素分子 214 N の場
合， 2104.9 −×=κ ( 2κ  = 3108.8 −× )となるから，水素分子の原子核の運動のエネルギーは電子の運動のエネル
ギーの約3 %，窒素分子の場合は約0.9 %にすぎないことになる。 
2 原子核同士の(反発)ポテンシャルエネルギーが Hamiltonian の中に残っているので，この Hamiltonian は電子のみ
に関係する Hamiltonian ではない。 
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 ∫∫= RrRrRrRr dd),(),(ˆ),(* ΨΨ HE  (14) 
で与えられる。しかし，式(13)の場合，エネルギーE は 
 ∫ ′′′= rRrRrRr d);();(ˆ);( e*e ψψ HE  (15) 
となり( R′が定数であるから Rによる積分はできない)，右辺に R′が残っているために E が R′に
依存するので )(R′E と書かれるのである。 
 
R′とは異なる原子核配置 R ′′ でのエネルギー )(R ′′E も，式(13)の R′を R ′′ に置き換えた方程式
を解けば得られるから，R′ , R ′′ , R ′′′ , …と次々に原子核配置を変えて方程式(13)を解けば，
結果的に任意の原子核配置 Rに対応するエネルギー )(RE が得られる。したがって，原子核配
置を固定した状況での Schrödinger 方程式を一般的に 
 );()();();(ˆ ee RrRRrRr ψψ EH =  (16) 

















く目にするポテンシャルエネルギー曲線(曲面)である2。 )(RE を与える式(16)の Hamiltonian 





の和であることから， );(ˆ RrH を電子 Hamiltonian と呼ぶことが多いが， )(RE に原子核同士お
よび原子核-電子間のポテンシャルエネルギーが含まれていることを忘れてはならない3。
Schrödinger方程式(16)を解くと，固有値と波動関数の組 )}({ RnE と )};({ e Rrnψ が得られる(n = 1, 
2, …, N)。したがって，式(16)を1つの固有値と波動関数について表すと， 
                                                  
1 この方程式は clamped nuclei equation あるいは clamped nuclei Schrödinger equation と呼ばれる。 
2 Hamiltonian を構成するポテンシャルエネルギーV とは異なることがわかるであろう。 
3 電子 Hamiltonian という名称を忠実に反映して， );(ˆ RrH に電子の座標を含む項だけを考慮して原子核同士の反発
ポテンシャルエネルギーを含めない解説もあるが(文献1)，はじめから );(ˆ RrH に原子核同士の反発ポテンシャル
エネルギーを含めておく方が理解しやすい。また，成書によっては，本書の );(ˆ RrH を電子 Hamiltonian であるこ
とを明記する意味で );(ˆ e RrH と記すものもあるが，本書では添字が増えることを避ける目的と，電子 Hamiltonian
が電子だけの座標で与えられるわけではないことを強調する意味で );(ˆ RrH と記し，系の Hamiltonian ),(ˆ RrH と
区別することにする。 
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 );()();();(ˆ ee RrRRrRr nnn EH ψψ =  (18) 
と書くことができる。波動関数の組 )};({ e Rrnψ は Hamiltonian );(ˆ RrH の固有関数であるから，
完全系1をなしており， 
 mnnm δψψ =∫ rRrRr d);();( e*e  (19) 
が成立する( mnδ は Kronecker のデルタである)。なお，本書で考えている電子状態は無縮重電




つ(＝原子核も電子も同時に運動している意味での)系の波動関数 ),( RrΨ である。一方，式(16)
を解いて得られる固有値 )(RE と電子波動関数 );(e Rrψ は，Rを固定して Schrödinger 方程式
を解いた結果であるが， );(e Rrψ の組である )};({ e Rrnψ が完全系を構成しているから，












すのであるから摂動論と同じ扱いである。つまり，式(17)に摂動項として )2( 2 kk MPΣ を加えた摂
動系 Hamiltonian(式(8)-3)の固有関数 ),( RrΨ を，無摂動系 Hamiltonian(式(17))により得た解の組
)},({ e Rrnψ の線形結合で表している。 
 








nn RrRRr ψφΨ  (21) 
と記す。式(21)の意味を再確認すると，原子核配置 Rにおける系の波動関数 ),( RrΨ は，その
原子核配置で得られる固有値 )}({ RnE に対応する電子固有関数 )};({ e Rrnψ の重ね合わせであ
るということになる。式(10)を示したところで述べたように，方程式(9)は，固有値 E と固有
値に対応する波動関数 ),( RrΨ の組を複数個もつので，式(21)の ),( RrΨ は複数の波動関数のう
ちの1つを表していることを忘れてはならない。その意味で，本来は，式(21)の左辺の ),( RrΨ
                                                  
1 完備系，完全正規直交系，完備直交規格化関数系などとも呼ばれる。 
2 分子のコマ軸(top axis)まわりの電子の角運動量がゼロでない場合に縮重電子状態となり，その軸まわりの角度を
θとし，対応する角運動量の量子数を m とすると電子波動関数に θmie± の形をもつ部分が現れるから，角運動量
演算子 )(i θ∂∂− ℏ に対して固有値 ℏm± をもつ。ただし，無縮重電子状態では m = 0である。縮重電子状態を考え
ると Jahn−Teller 効果や Renner−Teller 効果が生じる。 
3 原子核をいろいろな配置(座標)Rに止めて得た )};({ e Rrnψ を基底関数として，原子核が動いている状況の波動関
数 ),( RrΨ を表すということである。 
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にも記号を付けるべきであるが，添字が増えすぎると煩雑になるので省略している。 ),( RrΨ
を得るためには展開係数 )(Rnφ が必要であるから，次の目標は展開係数 )(Rnφ を決定すること
である。 



































































































RrRRrRrR ψφψφ  (23) 
となるが， }{ の中の第1項に現れた );()(ˆ e2 RrR nnkP ψφ を具体的に計算すると， 
)];()(ˆ[ˆ);()(ˆ ee
2
RrRRrR nnkknnk PPP ψφψφ =   (24)-1 










e RrRRRrRRr nknnknknkn PPPP ψφφψφψ ++=  (24)-4 
が得られる1。次に，式(23)の中の演算子 2ˆip は rに関する微分であり，Rの関数には作用しな















































と変形することができる。式(25)右辺の );(][ e Rrnψ の部分は式(16)の方程式の左辺とまった












































































                                                  
1 )()()()()()()dd( 22 xgxfxgxfxgxfx ′′+′′= ではなく， )()()()(2)()()()()dd( 22 xgxfxgxfxgxfxgxfx ′′+′′+′′= で








)()( )()()()()dd( になる。 
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を得る。現在の目標は展開係数 )(Rnφ を得ること(＝ )(Rnφ を得るための方程式を作ること)で
ある。変数として式中に残っている電子座標 rを消すために1，式(27)の両辺に左から );(*e Rrmψ
をかけて電子座標 rで積分を行うと，左辺の各項について 






e RrRrRrRRRr = → ∫積分  (28) 
∫ → rRrRrRRRr d);(ˆ);()(ˆ)(ˆ);(ˆ e*ee nkmnknknk PPPP ψψφφψ 積分  (29) 
∫ → rRrRrRRrR d);(ˆ);()();(ˆ)( e2*ee2 nkmnnkn PP ψψφψφ 積分  (30) 
mnnnnmnnnnn EEE δφψψφψφ )()(d);();()()();()()( e
*
ee RRrRrRrRRRrRR = → ∫積分  (31) 
となり，式(27)の右辺については 
mnnnmnnn δφψψφψφ )(d);();()();()( e
*
ee RrRrRrRRrR = → ∫積分  (32) 



























































有関数 );(e Rrmψ だけから決まるのではなく，異なる電子波動関数 );(e Rrmψ と );(e Rrnψ (ただ
し， nm ≠ )の間の kPˆ や 2ˆkP による行列要素(＝相互作用)を含んでいるということである3。 
 
§4 断熱近似(adiabatic approximation) 
式(16)の方程式を解いて得られる波動関数の組 )};({ e Rrmψ と式(33)の方程式を解いて得ら
れる展開係数の組 )}({ Rmφ を式(21)に代入すれば，念願の系の波動関数 ),( RrΨ を得ることが
できる段階まで到達した。しかし，式(33)を導いたあとで述べたように，展開係数 )(Rmφ を与
える方程式(33)には異なる電子状態間の相互作用項が含まれているから， )}({ Rmφ に関する連
立微分方程式である式(33)を解くことは容易ではない。そこで，式(33)を近似的に解く方法を
考える必要がある。方程式(33)を複雑にしているのは， kPˆ や 2ˆkP に関する非対角行列要素
( nm ≠ の );(e Rrmψ と );(e Rrnψ による積分)であるから，これらの非対角要素を(もし)消去する
                                                  
1 「消すため」というのは便宜的な表現であり，本質的には，核の運動 kk MP 2ˆ 2 を摂動とする全 Hamiltonian の演
算子行列を得るために行列要素の計算をしているのである。 
2  →積分 は，左から );(*e Rrmψ をかけて rで積分することを意味している。 
3 別の表現をすると，原子核の運動( kPˆ や 2ˆkP )により異なる電子波動関数の混じり合いが生じる，といえる。 
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ことができれば，1つの電子状態の波動関数 );(e Rrmψ から展開係数 )(Rmφ を決めることがで
きるので方程式は圧倒的に簡単になる1。 
式(33)の ][ 内の3つの項はすべて核の座標に関する微分を含んでいるが，これらの3項に
対する電子波動関数の寄与は式(28), (29), (30)からわかるように，それぞれ 
1d);();( e
*

















P nkm rRrRr ψψ  (35) 
∫ rRrRr d);(ˆ);( e2*e nkm P ψψ  (36) 
である(式(35)が n = m のとき0になることは付録2で証明する)。式(35)と式(36)は電子波動関数






































































RrRrRrrRrRr φψψψψ  
となる。式(37)の右辺をバッサリと無視する近似が「断熱近似」であり2，「Born−Huang 断熱
近似」とも呼ばれる3。断熱近似によると，展開係数 )(Rmφ を与える方程式として 









3 文献10にもとづいて文献8が命名した。単に「Born−Huang 近似」と呼ばれることもある。 
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 );()(),( e RrRRr mm ψφΨ =  (39) 
だけで Schrödinger 方程式の解を与えることができる。つまり，異なる電子状態を結びつける
(相互作用の)項がなく，1つの電子状態 );(e Rrmψ だけから )(Rmφ が決まるという意味で断熱と
いう言葉が使われている。方程式(9)を示したあとでも述べたが，式(38)を満たす固有値，波
動関数も複数存在する。そのうちの1つの固有値を vE とすると，対応する波動関数 )(Rvmφ を1
つの電子固有関数 );(e Rrmψ だけを用いて， 
 );()(),( e RrRRr mmm ψφΨ
vv =  (40) 
と与えることができることが断熱近似の重要な結果である(式(40)の左辺の添字 m は不要に思
えるかもしれないが，添字 vと m の意味は次節で説明する1)。系の波動関数 ),( RrΨ を電子波







前節の Born−Huang 断熱近似で得た )(Rmφ に関する方程式(38)に残っている対角行列要素ま

































の構造から， )(RmE をポテンシャルエネルギーとして運動する原子核に関する Schrödinger 方
程式の解が波動関数 )(Rmφ となっていることがわかる。式(38)と同様に式(41)も複数の固有値，
固有関数をもつので，式(40)とまったく同様に 
 );()(),( e RrRRr mmm ψφΨ





成要素の物理的な意味をまとめておくと， );(e Rrmψ は電子状態 m の波動関数， )(Rvmφ は電子
状態 m 上での原子核の運動(つまり，振動！)状態 vの固有関数， ),( RrvmΨ は電子状態が m，
振動状態が vの振電状態の固有関数ということになる。これまでの議論から，Born−Huang 近
似と Born−Oppenheimer 近似の電子波動関数はまったく同じであるが振動波動関数は異なる
ことがわかるであろう1。Born−Huang 近似の式(40)と Born−Oppenheimer 近似の式(42)の中の振
動波動関数に同じ表記 )(Rvmφ を用いているが，それぞれの近似での )(Rvmφ を得るための方程
式(式(38)と式(41))が同じではないことを反映して，式(40)の )(Rvmφ と式(42)の )(Rvmφ が異なる
点に注意する必要がある。 
「原子を同位体で置換してもポテンシャルエネルギー曲線は不変である」という表現は，
式 (41)の Schrödinger 方程式のポテンシャルエネルギー )(RmE を与える方程式 (16)の









































































ψψ  (44) 
の第1項には原子核の質量が含まれているから，(Born−Oppenheimer 近似ではなく)断熱近似(＝
Born−Huang近似)のレベルでは同位体間でポテンシャルエネルギー曲線が異なることになる。
式(44)の第1項は diagonal correction term(対角補正項)あるいは adiabatic correction term(断熱補
正項)と呼ばれる。 
                                                  
1 したがって，厳密には Born−Oppenheimer 近似と断熱近似は同値ではない。Born−Oppenheimer 近似は断熱近似で
あることの十分条件であるが，断熱近似は Born−Oppenheimer 近似であることの必要条件でしかない。「断熱
(Born−Huang)近似＋対角行列要素無視＝Born−Oppenheimer 近似」である。 




態 +Σu1B 状態と電子基底状態 +Σg1X のポテンシャルエネルギー極小値同士の差 )XB(e −T の同
位体 H2と D2の間の差 eT∆  ≡ )H( 2eT − )D( 2eT は Born−Oppenheimer 近似では0となるが，実測
値は2.8 cm−1である2。 eT∆ は +Σu1B 状態と +Σg1X 状態それぞれに対する断熱補正項の差を反映
しているから，分子 A の電子状態 i の断熱補正項を )A(iC と書くと 































































と表すことができる。H2の +Σu1B 状態と +Σg1X 状態の断熱補正項の計算値はそれぞれ120.8およ
び114.6 cm−1であり，
22 DH
µµ  = 1/2であるから eT∆  = (120.8 − 114.6)/2 = 3.1 cm−1と予測する
ことができ，実測値(2.8 cm−1)をよく再現している。別の物理量の実測値との比較として，H2
の電子基底状態の解離エネルギー 0D の計算例がある3。実測値は36118.3 cm−1であり4，
Born−Oppenheimer 近似では36113.2 cm−1となり実測値との差は5.1 cm−1である。断熱補正項の
大きさは4.9 cm−1となるから実測値との差は0.2 cm−1に縮まる5。 
 
4.3 粗い断熱近似(Crude adiabatic approximation) 
この近似は，式(21)の展開に現れる電子波動関数の核座標を平衡核配置 0R に固定する近似









nn RrRRr ψφΨ  (48) 
                                                  
1 I. Dabrowski and G. Herzberg, Can. J. Phys., 52, 1110 (1974)の報告例を紹介する。 
2 水素分子の電子遷移 ++ Σ−Σ g1u1 XB は Lyman band と呼ばれる。 
3 W. Kolos and L. Wolniewicz, J. Chem. Phys., 41, 3663 (1964)および49, 404 (1968)の報告例を紹介する。 
4 G. Herzberg, J. Mol. Spectrosc., 33, 147 (1970). 
5 実際には相対論的効果の考慮により計算値が 1cm5.0 − 減少するから実測との差は 1cm7.0 − となる。これに，さら
に非断熱補正を行うと計算値が 1cm5.0 − 増加し，実測値との差が 1cm2.0 − となる。 
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となる。これに対応して，電子波動関数を与える Schrödinger 方程式は式(16)より 
 );()();();(ˆ 0e00e0 RrRRrRr ψψ EH =  (49) 
となる。Rが完全に固定されているという意味で式(49)を「static equation」，式(16)を「dynamic 
equation」と呼んで区別することがある1。 );(ˆ RrH と );(ˆ 0RrH は， 
),()(ˆ);(ˆ e RrrRr VTH +=  (50)-1 
),(),()(ˆ 0e RrRrr VVT ∆++=  (50)-2 
),();(ˆ 0 RrRr VH ∆+=  (50)-3 















































































文献11は Ballhausen and Hansen(文献8)の命名を推奨している。 
                                                  
1 この呼び名を与えたのは文献8である。 









(文献11：T. Azumi and K. Matsuzaki, Photochem. Photobiol., 25, 315 (1977), Table 2を参考に作成。) 
Authors 文献 year Born−Huang Born−Oppenheimer Crude 
Longuett-Higgins 2 1961 Adiabatic Crude adiabatic 
Herzberg 13 1966 Born−Oppenheimer 
Hirshfelder and 
Meath 
14 1967 Adiabatic Born−Oppenheimer adiabatic − 
Bunker 15 1968 Adiabatic Born−Oppenheimer − 
Jortner, Rice, and 
Hochstrasser 
16 1969 Born−Oppenheimer adiabatic − − 
Kolos 17 1970 Adiabatic Born−Oppenheimer adiabatic  
Geldof, Rettschnick, 
and Hoytink 
18 1971 Born−Oppenheimer adiabatic Condon 
Engleman 19 1972 − − Born−Oppenheimer 
Ballhausen and 
Hansen 


















































で表される。ここで， km は k 番目の粒子(原子核または電子)の質量であり， ),,( kkkk zyx=r
は k 番目の粒子の座標である。最初に，空間固定座標 ),,( zyx=r 座標から Jacobi 座標 ρ  = 





















ρ  (55) 
中辺第1項は最初の j 個の粒子の重心の位置 jR であり，その重心 jR に向けて 1+j 番目の粒子
から引いたベクトルが ρ −座標系の j 番目の座標 jρ を与えるベクトルである。r−座標系と ρ −
座標系の関係を図示すると図2のようになる。 1+N 個目の粒子は存在しないので 1+Nr  = 0で









































ρ  (58) 
となり， 1ρ と 2ρ がそれぞれ2粒子系の相対座標と
重心座標に対応していることから，2体系の定義も
含んでいることがわかる。式(55)や式(56)の右辺分
                                                  
1 本付録は，文献12(a), 第9章 pp. 262−264, pp. 382−387を参考にしている。 
2 §1では原子核が M 個，電子が N 個と設定したが，ここでは全粒子数を N 個とする。 














図2. Jacobi 座標の定義 
破線は rj+1ベクトルが向かう j 個の粒子の
重心ベクトル 















































ρ  (61) 
と書ける。 




















































 =  1−  )1( −= kj  (64)-2 
 0  )2( −≤ kj  (64)-3 
が得られ，これらを利用して式(62)，つまり 
 ∑ ∑∑
































[1] jkjk ′≤≤ ,  
[2a] jkkj ′≤−= ,1  
[2b] 1, −=′≤ kjjk  
[3] 1,1 −=′−= kjkj  
の4つの場合に分けて計算すると， 
[1]： ∑ ∑∑∑ ∑∑










































































































































































と記す。次に，[1], [2], [3]を順次変形する。まず，[1]について， 
[1a] jj ′≠  
[1b] jj ′=  











































































































































































次に[2]について，j が N~2 , k が j~2 の範囲としても同じ和を与えるから， 
[2]：  ∑∑∑∑












































































の形である。[1b]の和は j が N~1 , k が j~1 の範囲としても同じ和を与えるから， 
[1b]：  ∑∑∑∑


















































































































































































































































































ρR  (91) 
と書くことができる。右辺第1項は系の重心の運動エネルギー演算子，第2項は相対運動エネ
ルギー演算子である。相対運動エネルギー演算子は一見複雑に見えるが，式(85)の換算質量の
定義と合わせると，「全体で N 個ある粒子のうち j 個の粒子からなる1つのグループ(かたま
り)と新しく加える 1+j 個目の粒子1個との換算質量 jµ が， 1+j 個目の粒子から j 個の粒子か
らなるグループの重心に向かうベクトル(座標) jρ (図2参照)に関してもつ運動エネルギーを，




































典力学での N 粒子系の全運動エネルギーは 













rɺ  (93) 
















jjNMTTT ρρ ɺɺ µµ  (94) 
となる(式(91)を古典力学版に書き換えればよい)。右辺第1項は重心の運動エネルギーであり，
第2項が相対運動のエネルギーである。式(94)では，相対運動エネルギーが 1−N 個の換算質量















q  (95) 




































µ  (98) 
と表せて， )1(3 −N 次元空間のポテンシャルエネルギー(超)曲面上を転がる単位質量をもつ1
個の質点の運動に置き換えて描くことができるようになる。式(97)で定義される座標も質量加
重座標あるいは質量加重 Jacobi 座標と呼ばれる。 
                                                  
1 換算質量のうちどれを選んでもよい。 
2 英語表記は mass-weighted coordinate である。質量補正座標(mass-corrected coordinate)と呼ばれることもある。 
3 具体例については付録6を参照。 










e =∫ rRrRr mkm Pψψ  (99) 












e mm ψψℏ  (101) 
となる。無縮重電子状態で考える限り );(e Rrmψ は実関数であるから， 
 0d);();( ee =∂
∂
∫ rRrRRr mm ψψ  (102) 
を示せばよい。式(19)より 




















































 0d);();(2 ee =∂
∂
∫ rRrRRr mm ψψ  (106) 
が得られる。したがって，式(102)が成り立ち，式(35)の対角行列要素が0になることがわかる。 
 
                                                  
1 文献1, p. 14, 式(2.19)および文献6, p. 190, 例題4.2参照。 
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e RRrRrRr mmm EH ψψ =  (113) 
となるが，Hamiltonian は Hermite 演算子であるから );(ˆ);(ˆ † RrRr HH = となり，式(113)は 

































                                                  
1 文献1, p. 211, Appendix C および文献6, p. 189, 例題4.1参照。 
2 ブラケット表示および Hermite 共役のとり方は，A. Messiah 著(小出昭一郎，田村二郎 訳)“量子力学 I”，東京






















































付録4. 式(36)の対角行列要素(n = m)の別表記 
付録2で 
 0d);();( ee =∂
∂













































































































































































































であるから，これを式(122)に代入すると式(121)が得られる。式(121)に左から );(*e Rrmψ を，



































RrRR nmmn EE ψψ
∂
∂









































































付録6. 質量加重座標(質量加重 Jacobi座標) 
粒子3個からなる系の運動を表現するための座標について考えよう。簡単のため，図3に示
す3個の粒子が一直線上を運動する場合を考える1。 













xmxmxmT ɺɺɺ ++=  (127) 
と表すことができる。系の運動を粒子 A と B の間の運動と粒子 B と C の間の運動に分離して
表すために，新しい座標を次のように定義する(図3)。 
 ABAB xxr −=  (128) 
 BCBC xxr −=  (129) 
式(127)には変数が3つあるから，新しい座標に変換後も変数が3つ必要である。そこで，rAB










=  (130) 
を変数に加える。xA, xB, xC を rAB, rBC, xcm を用いて表すために，式(128)と式(130)から得られ
る， 
 ABBA rxx −=  (131) 
と 












=  (133) 
となり，これより， 
                                                  






Bm  Cm  
BCr  













+=  (134) 
を得る。式(134)の右辺第2項の分母( CBA mmm ++ )は系の全質量であるから，これを M0で表













































































































































































ɺ ++−=  (138)-3 
となる。ここで， 












































































































































































+=  (141)-5 
という形になる。式(141)-5の第1項は重心の運動エネルギー，第2項以降は相対運動に対応し
ている。第2項は座標 rAB で，第3項は座標 rBC で表されているから，(正確な表現ではないが)
第2項は粒子 A と B の相対運動エネルギーであり，第3項は粒子 B と C の相対運動エネルギー
に(近似的に)対応していると考えられる。しかし， ABrɺ と BCrɺ の交差項である第4項が存在する
ため，粒子 A と B の相対運動と粒子 B と C の相対運動が完全には分離されていない1。した




実効的な質量が異なる点である。粒子 A と B の相対運動にもとづくエネルギーに(ほぼ)対応
している式(141)-5右辺第2項の実効的な質量は 0CBA )( Mmmm + であるが，粒子 B と C の相
対運動に対応している第3項の実効的な質量は 0CBA )( Mmmm + となっている。したがって，
注目する相対運動ごとに実効的な質量が異なるという不便が生じている。しかし，この実効
的な質量の座標間での不一致は rAB と rBC を運動を記述するための座標にとる限り避けられ
ない。なぜなら，粒子 A と B の相対運動を考える際には粒子 B と C をひとかたまりとして見
るから，「粒子 A」と「粒子 B と C の重心」の換算質量が実効的な質量となり，粒子 B と C





- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 









+=  (142) 
BC
21









=α  (144) 
                                                  
1 別の表現をすれば，「座標 ABr と座標 BCr が直交していない」といえる。 
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+=+= µ  (145) 
で表すことができる( cmT は重心の運動エネルギー， µT は相対運動エネルギー)。 







- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 






ymxmT ɺɺ +=µ  (146) 








−=  (148) 








































=  (151) 
となる。 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
 
この場合も，式(147), (148)のような変換を思い付くのは至難の業ではないだろうか1。 
なぜ，式(142), (143)や式(147), (148)のような座標を定義するとよいのか考える前に，式(142), 
(143)を用いると，本当に交差項 yxɺɺ が現れない形に書き直すことができるのかどうか確認して
おくことにしよう2(式(142)と(147)および式(143)と(148)はそれぞれ見かけは異なるが，まった




































































































































































































































































−+  (158)-d 























































+  (159)-b 

































































































































































































































+=  (161)-2 
となり，式(145)とまったく同じ式が得られる(納得)。なお，式(161)-2の右辺第2項にある質量

























の任意の2個の粒子を選び，その相対位置を1つ目の Jacobi 座標 1ρ として定義する。次に，3
つ目の粒子の位置と，直前に注目した2個の粒子の重心を結ぶ方向を2つ目の Jacobi 座標 2ρ に
とる。この定義を図3に適用してみよう。最初の任意の2個の粒子として粒子 B と C とえらぶ
と，1つ目の Jacobi 座標は rBC である。2つ目の Jacobi 座標は粒子 A から粒子 B と C の重心の
位置までの距離で与えられるが，それは，rAB と粒子 B から粒子 B と C の重心までの距離









+  (164) 
である。したがって，Jacobi 座標 1ρ , 2ρ はそれぞれ， 









+=ρ  (166) 
と書くことができる3(注意：ここで扱っている3粒子の名称 A, B, C と式(55)の j との対応は，
粒子 A ↔ j = 3, 粒子 B ↔ j = 2, 粒子 C ↔ j = 1である)。式(165)と式(166)の Jacobi 座標を用い
た運動エネルギーの一般的な表現は，付録1で式(94)として得ているから，その結果を利用す
ればよい(本付録を読むにあたって，付録1全体を読む必要はなく，終盤の式(94)以降を参照す
ればよい)。式(94)を今扱っている3粒子系に適用すると， 1µ は粒子 B と粒子 C の換算質量に
あたるから， 
                                                  
1 x と y に関する運動方程式を解かなくても，曲面上で質点(ボール)を転がすことで3粒子の運動を表すことができ
るのは驚異的である。 
2 わかってしまうと実にあっけない。 





















となる。重心の座標は，Jacobi 座標の場合も式(130)と同じである( cm3 x=ρ )から， cmT  = 






































ρµρµ ɺɺ +=  (169)-3 
となる。式(169)では，2つの座標 1ρ と 2ρ の係数が異なっているが，式(96)のように，すべて
の項の係数が一致する形に変形することもできる。式(95)の kµ にあたる換算質量を式(168)の
µとし，質量加重座標として 
















1 22 yxT ɺɺ += µµ  (172) 






































であるから，式(144)で定義したα に等しいことがわかる。また，式(170)の 2ρ は式(166)によ





                                                  













BC1 ρµ=Q   (175) 
2
21








ɺɺ +=µ  (177) 
の形になり，相対運動全体を2次元平面(Q1-Q2平面)上での単位質量をもつ1個の質点の運動で
表すことが可能になる。 
式(142), (143)で定義される座標 x, y を具体的に2次元の座標軸として描いたものが図4であ
る。式(142), (143)からわかるように，rAB だけが変化するときは x のみが変化するから，x-y
平面を x 軸に沿って運動するが，rBC は x と y のいずれにも含まれているので，rAB が固定さ
れて rBC だけが変化するときでも，y 座標だけが変化するのではなく，x 座標と y 座標が同時
に変化する。その結果，x-y 平面には，運動する質点が到達できない領域が存在することにな
る。それが，図4中に斜線で示した領域である。到達可能領域と非到達領域を区分する線の傾
きは粒子 A, B, C の質量の大きさで決まる。rAB を固定したとき，rBC が変化すると，x 軸方向
に BCCBC )][( rmmm + 移動し，同時に y 軸方向には BC21 rα 移動するから，その x 軸からの傾








































































































=  (178)-5 









=θ  (179) 
で与えられる。図4にはこの skew angle を示す境界線が描かれており，rAB のみの変化は x 軸
に沿う方向であり，rBC のみの変化は境界線に沿う方向となる。このような描き方を斜交角図
法(skewed axis presentation)と呼ぶ。なお，skew angle はほとんどのテキストで θcos を用いて




















































=θ  (181) 
である。 
式(181)の右辺分母に mA, mC があるので，mA と mC がともに大きい場合は右辺が小さくな
りθ も小さくなる。たとえば，Br + HI → HBr + I という化学反応を想定して， 79BrA == mm , 
1HB == mm , 127IC == mm を代入すると， °= 2.8θ となり，x-y 平面上で代表点が運動する領
域は非常に狭い範囲に限定される1。この例のように，軽い原子が重い原子間で運動する場合
(これを HLH のケースと呼ぶ2)は skew angle が非常に小さくなる。対照的に，重い原子2個に
                                                  
1 衝突過程の間，3原子が直線上を運動する(共線衝突)ことが前提である。 
2 H は heavy(重), L は light(軽)を意味している。 
 23-38
軽い原子が衝突するような LHH のケースでは，たとえば，H + BrI → HBr + I の場合， °= 0.85θ
となり x 軸と y 軸がほぼ直交する。粒子 B が粒子 A と B に比べて大きい質量の場合(LHL)も
skew angle は大きくなり，x 軸と y 軸はほぼ垂直に交わる。 
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−=−−=−=  (185) 
なお， im は粒子 i の質量， ir は粒子 i の空間固定座標での位置， 0M は2粒子系全体の質量





































ppprrrp ɺɺɺµ  (187) 
                                                  
1 Jacobi 座標も結局は多粒子系を順次2粒子系として扱っている(図2)。 


















m   (188) 






m  (189) 
と表すことができる。なお， iii m rp ɺ= は空間固定座標系での粒子 i の運動量， 12µ は粒子1と2
の換算質量( 021 Mmm )である。式(187) ~ (189)から次式が成り立つ。 
 21 PPp −==  (190) 
式(190)は，重心系で(重心に乗って)見ると，全粒子の運動量の和 21 PP + が0という力学の結論





























































T  (193) 
となる。式(191)は，付録6で問題にした変換後の座標間の交差項 21PP ɺɺ を含んでおらず，座標
変換が問題なく行われているように見える1。しかし！式(192)と式(193)は不可解である。なぜ








は交換関係である。たとえば，ある座標演算子 xˆとそれに共役な2運動量演算子 xpˆ の間には次
の関係が成り立つ。 
 ℏi]ˆ,ˆ[ =xpx  (194) 
逆に言うと，座標演算子と運動量演算子は式(194)の交換関係を満たさなければならない3。2








以下では，本付録で定義した座標(式(182) ~ (185))とそれらの座標にともなう運動量(式(186) 
~ (189))に関する演算子の交換関係を調べる。まずはじめに，重心の座標演算子 cmRˆ とその運
動量演算子 cmPˆ の交換関係を調べるが，その際，基本になるのは，もとの空間固定座標での
正準交換関係 
 ijji δℏi]ˆ,ˆ[ =pr  (195) 
である2( irˆ は粒子 i の座標演算子， jpˆ は粒子 j の運動量演算子， ijδ は Kronecker のデルタ)。











rR  (196) 









jpP  (197) 






































ℏ  (198)-3 











−= ℏ  (199) 
                                                  
1 系の Hamiltonian を H と書くとき，座標 ),,( 21 …qq=q および運動量 ),,( 21 …pp=p に関する ii pHq ∂∂=ɺ , 
ii qHp ∂∂=ɺ を正準方程式(Hamilton 方程式)と呼ぶ。 
2 この交換関係は重心以外の座標と運動量の交換関係を調べる際にも必須である。 
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pp  (202) 


































































ℏ  (203)-4 


























T  (205) 
と表すことができる。 
                                                  
1 古典力学(解析力学)の正準変数を正準交換関係を満たす演算子に書き換えて量子力学での演算子を定める手続
きを「正準量子化」という。たとえば，座標 x と運動量 xp が正準共役であれば xp を機械的に )(i x∂∂− ℏ に書き換
えれば量子論での運動量演算子 xpˆ を得ることができ，角度θ と角運動量 L が正準共役であれば，角運動量演算
子 Lˆ は機械的に )(i θ∂∂− ℏ で与えられる。 
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=  (206) 
であり， 1Pˆ は式(188)から， 








=  (208) 







=PR  (209) 
となる。値が ℏi になっていないので， 1Rˆ と 1Pˆ の間には正準交換関係が成り立たたないことが









−= ℏ  (210) 
として与えることができない。つまり，古典論の式(188)あるいは式(191)で 1P により相対運動























ろうか。実は，それを行うための“道具”が「Poisson 括弧1」である。正準共役な座標 q  = 
),,( 21 …qq と運動量 p  = ),,( 21 …pp の関数である物理量(力学量)A と B について，Poisson
                                                  




























BA },{  (212) 




















































































 mnnm pq δ=},{  (217) 
となる。これが，古典力学での座標 mq と運動量 np が正準変数であることの条件である。変
数 qと pを新しい変数Q  = ),,( 21 …QQ と P  = ),,( 21 …PP に変換した場合も， 
 mnnm PQ δ=},{  (218) 
が成り立つとき変数 mQ と nP が正準変数となり，変数変換 ),(),( PQpr → を正準変換と呼ぶ。
したがって，変換によりできた新しい座標系において mQ と mP の poisson 括弧が 
 1},{ =mm PQ  (219) 
                                                  
1 通常，Poisson 括弧には{   }が使用され，演算子の交換関係には[   ]が使用される。 
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−= ℏiˆ  (220) 
により作ることができ，座標演算子 mQˆ と運動量演算子 mPˆ は正準交換関係 




最初に，重心の cmR と cmP の Poisson 括弧を計算する。Poisson 括弧の計算式(212)との対応


















































































































































−= ℏ  (223) 
を得ることができる(式(199))。 




































































































































−= ℏiˆ  (225) 
を作ることができる(式(204))。 











































































































































































となり，Poisson 括弧が1に等しくないので， 1R と 1P は正準共役ではなく，正準量子化により
運動量演算子を作ることができない。したがって，式(192)の第3式( )(i 1R∂∂− ℏ )は誤りである。
},{ 11 PR の値として得られた 02 Mm は，演算子の交換関係 ]ˆ,ˆ[ 22 PR が ℏi にならず ℏ)im( 02 M と
なった(式(209))ことに対応しており，Poisson 括弧の結果が1にならない場合，その因子倍だけ
量子論の交換関係の結果が ℏi と異なることがわかる1。 













































































































































となり，確かに 2R と 2P も正準共役ではなく，正準量子化できない。したがって，式(192)の
第4式( )(i 2R∂∂− ℏ )は誤りである。 
式(226)は 02 Mm という値を与えているが，これを強引に1にするように座標の定義を変え
れば正準共役な座標と運動量が得られるのではないかと考えるかもしれない2。そのためには，
                                                  
1 古典力学の Poisson 括弧 },{ BA と量子力学の交換関係 ]ˆ,ˆ[ BA は )i1](ˆ,ˆ[},{ ℏBABA ↔ という対応関係にある。 
2 これは筆者が学生時代に思い付いた姑息な手段です。 
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式(184)で定義した 1R に 02 Mm の逆数である 20 mM をかければよいが，その結果， 1R は相対
座標 r なってしまうから新しい座標変換を生み出すことにはならない。同様に， 2R に 10 mM
をかけると Poisson 括弧の値は1になるが，この場合も相対座標に戻るだけで新しい変換には
ならない。 




について Poisson 括弧が1になるかどうか(1になることを)確認しておこう。 
まず，Jacobi 座標として定義した座標(式(165)と式(166))について，それぞれの運動量との















=µ  (229) 
であることに注意して， 1ρ , 2ρ を空間固定座標で表すと， 






















































=  (231)-3 
となる。それぞれの座標に沿う運動量を与える換算質量は式(169)-3から 1ρ については
)( 12BC µµ = , 2ρ については µであるから，それぞれの座標に対応する運動量は 
)( 21121121BC1 xxP



























































































































−+=  (233)-3 



























































































































































































































































であるが， 2ρ はすでに式(231)で得ている(ラッキー)。一方，y は式(170)より 
                                                  

























=y  (236) 
であるが，これは単に，Jacobi 座標 1ρ (式(230))に因子 2112 )( µµ をかけたものであるから，
Poisson 括弧の計算においては， 1ρ に関する Poisson 括弧の計算結果に 2112 )( µµ をかけるだ
けでよい。また，座標 x にともなう運動量 yP を与える換算質量は µ であり(式(172))，
22 ρρµµ PxPx === ɺɺ であるから，これもすでに式(233)で得ている(またまたラッキー)。残る，














== yPy  (237) 
となるが，これは式(232)に 2112 )( µµ をかけたものに等しい。x と xP の Poisson 括弧 },{ xPx は
},{




































































































































11 ρρ P (式(234))と同じもの，つまり1になる。したがって， ),,( 321 xxx , 
),,( 321 ppp  → ),,(),,,( cmcm PPPxyx yx という変換も正準変換であり，変換後の変数もすべ
て正準変数である。 
最後に，もう1つの質量加重座標である式(175)と式(176)について計算しよう。この場合も，





BC1 ρµρµ ==Q  (240) 
であるから，式(230)に 2112µ をかけたものである。次に， 2Q は 
 2
21
2 ρµ=Q   (241) 




121 ρµ ɺ=P   (242) 
となり，これは，式(232)に 2112−µ をかけたものである。 2Q にともなう運動量は 
 2
21
2 ρµ ɺ=P   (243) 
は，式(233)に 21−µ をかけたものである。 1Q と 1P の Poisson 括弧を計算する際には，式(234)
に 2112µ と 2112−µ をかけることになるから因子が相殺して結果は式(234)と同じであり， 2Q と 2P
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の Poisson 括弧を計算した結果は，式(235)に 21µ と 21−µ をかけたものに等しいからやはり1
になる。したがって， ),,(),,,( 321321 pppxxx  → ),,(),,,( cm21cm21 PPPxQQ という変換も
正準変換であり，変換後の変数もすべて正準変数である。 
量子論のテキストや講義などで，「演算子を作る際に，座標 x はそのままで演算子となる
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